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VORWORT

Diese Datei ist ein Trainingstext ohne viel Theorie. Es werden sehr viele quadratische Gleichungen
gel6st und verschiedene Methoden angewandt.

Der Leser muss erkennen, dass es ganz unterschiedliche Formen bzw. Typen von Gleichungen gibt.

Zu jedem Gleichungstyp gehdrt eine spezielle Methode. Wenn man den Typ erkennt und die
zugehorige Methode weill, kommt man schneller ans Ziel, wie wenn man stur eine Losungsfornl
anwendet!

Diese Merkmale und die zugehdrigen Methoden sollte man daher grindlich lernen! Hierin 2=ig( sich
spater der flotte Rechner, der mit Ubersicht ans Werk geht.

Wer die Theorie der quadratischen Gleichungen ausfihrlicher studieren will, sollte’ die:Datei 18022
lesen. Dort geht es um quadratische Funktionen und deren Nullstellen (u. v. a.).

Ubersicht iiber die Texte zu quadratischen Gleichungen und dbnlichim
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§ 0 Ubersicht iiber quadratische Gleichungen

Dies sollte man sich merken:

Eine Gleichung heif3t quadratisch, wenn man sie auf diese NORMALFORM bringen kann:
ax?+bx+c=0

Beispiel: X°—-4x+3=0 Hierista=1,b=-4 und c=3.

Die Lésungen sind 1 und 3, denn wenn man sie in die linke Seite einse.zt
(die Probe machen), erhalt man das Ergebnis 0.

Dazu gibt es (einige Seiten spater) eine Losungsformel.

Ist b = 0 ist, liegt ein wichtiger Sonderfall vor. Diese Gleichungen nennt man d=an

reinquadratisch. |ax? + 0] x+c=0 kirzer |ax®+c=0

z.B: x2+[0]-x-4=0 kirzer: x*=4

x2+[0]-x-9=0 kiirzer X2 =0
%X2+@-X—3:O kirzer .5 =3

5x° +@~x+8 =0  kirzel "tx?=-8
Fir reinquadratische Gleichungen gibt es eine air.fache Lésungsmethode,

die anschlieBend gezeigt wird.

Mit einer ganz dhnlichen Methode kann man sogenannte ,erweiterte reinquadratische
Gleichungen® |6sen. Beispiele dait sind:

(X—3)2=4 oder (x+2)2=11

Ist c = 0, dann liegt eine quaratische Gleichung ohne Absolutglied vor.

E(er bc+[c]=0 kiirzer ax?+bc=0
x? —4x+[0/=0 kirzer x2-4x=0

2x% +3x+[0[=0 kiirzer 2x2+3x=0
Ix2+3x+[0]=0 kiirzer Ix2+3x=0

Aucy fUr diese Gleichungen gibt es ein spezielles, einfaches Losungsverfahren.

Ziel:

Wir werden ein Losungsverfahren fir die allgemeine quadratische Gleichung ax? +bx +c¢ =0 lernen,
aber auch spezielle Losungsverfahren fiir die reinquadratische Gleichung ax? +c =0
und fir die quadratische Gleichung ohne Absolutglied ax® +bx =0.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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§ 1 Losung reinquadratischer Gleichungen

Vorkenntnisse tiber Wurzeln:

Wenn man eine positive oder negative Zahl quadriert, entsteht eine positive Zahl.
Die Quadratwurzel macht eine Quadrierung wieder riickgangig, das Ergebnis ist aber
stets eine positive Zahl oder 0. Das Ergebnis einer Wurzel ist also nie negativ!

Beispiel: 2% =4 wird riickgangig gemacht durch Ja=2,
52 =25 wird rickgangig gemacht durch J25 =5

Wenn man aber (—3)2 =9 ruckganig machen will, entsteht V9 =3 und nicht -2. 1!

r —
Um dies allgemein auszudriicken muss man folgende Schreibweise kennen: IiA" = |X|

Falsch ist: v/x? = £x , denn das Rechenergebnis muss ja eindeutig sein

Man darf aber auch nicht vx? = x schreiben, denn man sieht ja ene 'anablen x kein
Vorzeichen an. Bei negativen x ware das Ergebnis also falsch.

Damit das Ergebnis wie verlangt eine positive Zahl ist, braucht m..> Betragsstriche.

Beispiel 1 X’ =4

Zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, ergibt das links [ - |x| und rechts+/4 = 2.
Die Folgegleichung lautet also |x| = 2. Und diese Gleichuiig hat 2 Lésungen, denn es gibt genau zwei
Zahlen, die den Betrag 2 haben, namlich 2 und -2.

Und so sollte man das aufschreiben: x> =4 | f
X =2
X=%2

Vorsicht: Falle !!!

Die meisten lassen nach kurzer Z::* die mittlere Gleichung mit dem Betrag weg.
Dann sieht die Kurzlésung so a1 s:

x*=4 |
X=12
/
Das geht iti Ordnung! Das ist aber nicht in Ordnung!

Lasst mah Gi= zweite Zeile weg, dann muss auch der Rechenbefehl | ~/  wegbleiben.
Denn ¢ 3s Ergebnis dieses Befehls ,Ziehe die Wurzel® ist nicht x =+2!l

Nar+' v/ = x und 4 =+2 sind falsche Aussagen.
4

I Qie'neue zweite Gleichung folgt namlich NICHT durch Ziehen der Wurzel aus der ersten.

Man sollte am Ende noch die Lé6sungsmenge anschreiben:

L={—2;2} oder L={i2}.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 22  x*-3=0 |+3 Beispiel 3 x*-1=0 |+
x*=3 ‘«/_ x* = ‘\/—
IxI=3 x| =1
Xy, = +/3 X, =+1

L={+/3] L={+1)

Beispiel 4: x*+2=0 |2 Beispiel 5: X +4=0 l—4
X =-2 x> =-4
Da ein Quadrat nie negativ sein kann, besitzen diese Gleichungen k-<ine Lésung.
L={} L=20
Beispiel 6:  1x*-6=0 | +6 Beispiel 7 3x?=2 |:23 d.h.-2
Ix*=6 | -2
x? =12 x* =4
x| = \/ﬁ *) |X| =3
X,, = +24/3 X, =*2

*) Anmerkung: Man kanh «uss 12 teilweise die Wurzel ziehen, denn man kann 12 so in
ein Produkt zerls'g=n, aass ein Faktor eine Quadratzahl ist, aus dem man also die Wurzel

ganzzahlig ziehen kann:

P -Ji3-Ji3-2.03

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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§ 2 Erweiterte reinquadratische Gleichungen

Die Gleichungen:

x> =4 und

(x-3)" =4

haben dieselbe Bauart (Form): Links steht ein quadratischer Term und rechts eine Zahl.

Schiler neigen dazu, bei der rechten Gleichung die 2. binomische Formel zur Anwendung bringen.

Dann erhalt man

x2—6x+9=4, also

x?2—6x+5=0.

Davon wird dringend abgeraten, denn der Rechenaufwand fiir die Lésung wird dann gréf3er.

Wir 16sen die erweiterte reinquadratische Gleichung mit denselben Schritten

wie die (einfache) reinquadratische Gleichung und beachten dabei, dass folgandas gilt:

Vx? = |x|| und analog dazu |,/(x - 3)° =|x-3|
Beispiel 1: Beisp 2l ¢:

7 ox=a ) ( (x5 =4 1V )
1. Schritt: Wurzel ziehen: x| =2 x-3|=2
2. Schritt: Betrag auflosen: Xy, =12 X-3=+2
3. Schritt:  Ordnen: X, =+3+2= {‘15
Lésungsmenge: L={2;-2} L={1;5}

N~ - -

Beispiel 9: Beispiel 10:

( B e 2
(2=t IV (x=2) =3 IV
|x+2|=1 x-4=2
X+2==+1 |'-2 x-4=1%3 | +1
X12:i1_2:{_ X12:i%+%:{g1

=f 4. _ o =f_1-

\L{1,s) ) \L{1,2} )
Beispier 11: Beispiel 12:

4 N\
L A

lr_ix» g)zzo |V (x+1)2+4:0

|“x-3/=0 (x+1)" =4
x=2 Ein Quadrat wird nie negativ!
L=(3) L= ()

.

Friedrich Buckel
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x*-9=0
(x+2)* =5
1(x+3)" =0
Hx-3) -2
2(x+%)2 =4
1x*-3=0
1x+4)* =2

Trainingsblatt 1

Aufgabe 1
b)
d)

f)

h)

Aufgabe 2
b)
d)

f)

(x—4)* =1
(x+1)° =4
%(x—4)2 =8

2
2(x-3)" =6

1(x+13%+2=0

5 (X+2)° =0

4

Lésungen am =naue der Datei.

1mixed) =0

Friedrich Buckel
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§ 3 Die allgemeine quadratische Gleichung ax?+bx+c=0

Es gibt drei Methoden: | 3.1  Quadratische Erganzung Seite 9
3.3 Aligemeine Losungsformel (Mitternachtsformel) Seite 13
3.6 p-g-Formel. Seite 24

3.1 Losung mit quadratischer Erganzung (1. Methode)

Einfliihrungsbeispiel (1)

Mit der Methode ,quadratische Erganzung“ wird die quadratische Gleichung ir’ die. Form

(x+2)" =1 (2)

gebracht, also in eine erweiterte reinquadratische Gleichung. (Siehe §7)

Die Umwandlung bendétigt 3 Schritte. Dabei wird eine Quadratzahl Zigari«t, sodass man durch

Ruckwartsanwendung der 1. binomischen Formel das Binom (, +z) erzeugen kann.

Aus (1): (x+2)° =1 (@)

folgt durch Subtraktion | von 3: Als Binom [schreiben
(1. binomische ¢ Formel)

4 halbieren 2 unc.uet n
@ L v ey

das Quadrat vor. 2 «rgénzen:

Hier alles ganz ausfiihrlich: Gegeben isu (1)

1. Schritt:  Absolutglied nach rechts, also beiasZitig — 3: (2)
2. Schritt: ~ Ziel erkennen: ~4X ist conpul'tes Produkt” (x2 +4x+ |:| )z
R . 2
Also wird der Koeffizien. 4 1.alb ert => Ziel [X+2J auf beiden Seithn!
und von 2 das Quadiat2? = 4 in (2) addiert: X +4x fE =-3+[4]| (3)
3. Schritt:  Zusammenfasszi (x+2)2 =1 4)
4. Schritt:  Erweiterts reinquadratische Gleichung lésen: X+2=+1
x=-241= {:1
Empfehlung: Dia Heftldsung so aufschreiben: X’ +4x+3=0
P'atz zur Erganzung frei lassen: x* +4x + D =-3+ D
Ziel links: Quadratzahl 4 ergénzen: X° +4x + =-3+
—_—
Beide Seiten zusammenfassen (x+ 2)2 =1
Erweiterte reinquadratische Gleichung I6sen: |x+2=1
(Die Betragszeile kann man weglassen.) X+2=+1
x=-241=]"]
L={-1;-3}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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~b+b* ~4ac

2a

3.3 Wie wendet man die Mitternachtsformel x, - an?

Musterbeispiel 1: x?-8x+7=0

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Form ax’ +bx+c =0, sollte man
erkennen, dass a =1, b = -8 (das Minuszeichen gehort dazu) und c =7 ist.

Diese Werte setzt man in die Lésungsformel ein und erhalt:

_+8i 64—4~’|o7_8i\/64—28_8i\/36_ 810
s 2 2 2 :
8+6 14
1. Lésung: X, = hl =—=7
2 2
8-6 2
2. Lésung: X,=——=—=1
2 2
Lésungsmenge: L={1;7}.
Musterbeispiel 2: x?+8x+11=0

Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen morm ax® +bx +¢ =0,
erkennt man, dass a=1, b=8 und c=11 st

-b++/b® —4ac

Die Losungsformel x, , = 2— =i 7ibt dann:
‘ a

— —_ y . ,T -
8+ /64 — 44 ~8LN20 8+2\5 8 2\/32_41”/5

X T
"2 2 2 2 2 2

Hinweise zu den Berecnhn inigen:

. @ kanr‘mait. ei'weise ziehen. Dazu braucht man eine Quadratzahl als Teiler von 20:
V20 =4.5="4.J5=2.5

e Am Eide . erlegt man den Bruch in zwei Briiche und kurzt jeden von ihnen.

e [lieldsungsmenge L= {—4 + \/g ;—4 —\/g}

Lann man auch kirzer schreiben: L= {—4 + \/E} .

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Trainingsblatt 3
Aufgaben
Verwende eine Lésungsformel, schreibe die Lésungsmenge auf
(4) Lose:
a) x?-8x+15=0 b) x> +3x-4=0 c) x> +8x-33=0
d) x> -7x-8=0 e) x> +7x+10=0 f) x> —3x+22=0
(5) Ziehe teilweise die Wurzeln:
a) x> —4x-1=0 b) x> +8x+10=0 c) X —53x-9=0
d) x> —5x-5=0 e) x*+2x-11=0 f) x> —15x+25=0
(6) Besondere Gleichungen:
a) x> —4x+4=0 b) X" +26x+169=0 c) x> —-12x+36=0
d) x> +x+5=0 e) x> +5x+7=0 f) x> —8x+17=0
(7) Nutze die gunstige Form der Gleichung:
a) 1x*-x-4=0 b)  Ix*442-10=0 c)  1x*+5x+12=0
d  1x*-5x-2=0 e) 1ix*+6x+8=0 f) Ix*+x+2=0

a) Ix*+x-24=0 S

) 1x*+3x+10=0 K

Ix*+x-8=0

x*+5x-1=0

Ix®—4x+7=0

x*-3x+1=0

(8)  Andere die fo'gerden Gleichungen, um auf eine glinstigere Form zu kommen:

a) x> —16x+48=0 b)
d) x> + 263 +468=0 e)
9) 5% %130x+600=0

(9)“.. Lcse wie gegeben:

a) 2x* +4x-9=0 b)
(10) Beseitige einige Brlche:
a) LxP+ix-12=0 b)
d) Ix*+1x+4=0 e)

—x* +16x+48=0

—x?-12x+64=0

2,3 9 _
-X"+5x+3=0

3x?-14x+7=0

c)

f)

x> -18x+80=0

x?+20x+96=0

15x* -11x+3 =0

3y2_ 1 —
ZX —5X+2—0

1 w2 1
X +X+5=0

Friedrich Buckel
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3.6 Beispiele zur p-g-Formel

Ich I6se jetzt einige Gleichungen sowohl mit der p-q-Formel wie auch mit der
Mitternachtsformel. Auf diese Weise kann man die L6sungswege vergleichen:

Beispiel 1:

x?-2x-15=0
p=-2 und q=-15.

2
=5
X, =——=*4/l=| -9
12 2 2

fiihrtzu x,, =1£+1+15 :1i4={53

x?-2x-15=0
a=1b=-2 c=-15
_ —b++b® —4ac

2+J4+60 218 |5
ST % |

Beide Formeln sind hier gut anwendbar.

Beispiel 2:
x?+5x+4=0
p=5und q=4
p. |pY

Xip =——14/l=] —q

L. (2)
fuhrt zu X, =—3+ & -4
__5 25 16 _ 5 9 _ 5 3
=2 ENT A =z Ee=2Eg s

x> +Ex- /=0
a«1b=5c=4
—b++b? —4ac

54425-16 -5+3 [-1
X2 = 2 2 -4

Jetzt zeigt die p-q-Form el xere.is leichte Schwiachen, denn sie zwingt zum
Bruchrechnen, was nicixts schlimmes ist, was aber Fehler provoziert.

Beispiel 3:
5x2+9x-2=0 /|5

Denn die p-g-rormel verlangt.
dass x? de'i Koeffizienten 1 hat.

2,4, 12 _
X =l £=0

Lie prg-Formel liefert dann:

2
—_9 9 2
X1,2 10i (10) +3
—_9 81 0 _ _ 9 121
- 10i 100+100_ 10i 100
1
—_ 9 4+M_J) 5
- 10— 10 -2

5x2+9x-2=0

a=5 b=9 und c=-2.

Die ,Mitternachtsformel” liefert DAGEGEN

-9++81+40 -9++121

10 10

-9+ 11 [%
10 -2

X2 =

Die p-q-Formel eignet sich hier weniger.

Das ist der Grund, warum ich die p-g-Formel nicht empfehle.

Friedrich Buckel
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Beispiel 4: Auch hier keine p-gq-Formel verwenden:

13x* -15x+2=0
Fir die p-g-Formel |:13

, 15 2
——X —_ =
13" 13
_15 p_1 _2
P=13 27269713
p. Y
Xio =——%4[|—] —q liefert
g (2)
15 15\ 2
Xe="5z%4l 52 ] 12
26 \l26) 13
und jetzt ?

13x> -15x+2=0

Mitternachtsformel:

_ b+ Jb? — 4ac

L 2a
154+/225-4.2.13 15+205-704
X, = % = %2

y _15i\/121_15i11_{r1
12 26 26 A

In der Oberstufe erweist sich die p-g-Formel als besnadcrs unhandlich, vor allem dann,
wenn Formvariable ins Spiel kommen, also bei G'eichungen

Wie in tx° +4x+2=0

Die p-g-Formel erfordert diesen Aufwand:

2 4y 2_ -_2
X“+$x+£=0 = x,,=-¢%

~INo

vt

S=a £ V16 -8t

2t

cuerst Division durch t:

t— t—t

t2

Dennoch empfehlen viele Lehreiaur die p-g-Formel....

Friedrich Buckel
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§ 4 Sonderformen quadratischer Gleichungen

Ubersicht: Die allgemeine Losungsformel der Gleichung ax’+bx+c=0
b++/b? -
ist die ,Mitternachtsformel” und lautet: Xy, = b l2)a 4ac

Diese wendet man in zwei Fallen NICHT an, weil dies zu umstandlich warzs:

1. Fall: Reinquadratische Gleichungen (b=0): ax’+c=0

Sie wurden in § 1 und 2 bereits besprochen!

Beispiel 1: Beispiel 2: Ezisfiel 3:

X -4=0 1x*-6=0 X’ +9=0

X2 =4 | v x2 =12 x> =-9

[ =2 x| =12 L={},

Xy, =12 Xy, = +12 = 23 da ein Quadrat nie
L ={+2} L= {12\/5} negativ sein kann.

2.Fall:  Gleichungen ohne Absolutglied (c.=0): |ax‘+bx=0
Beispiel 1: Beispiel .: Beispiel 3:

x* —4x =0 1x% 4512 0 3x*-2x=0
Wenn das Absolutglied Null ist{aizo ,fehlt”), dann kann man x ausklammern:
x-(x-4)=0 X-(£x+5)=0 x-(3x-2)=0

Jetzt liegt ein sogenann es Nuligrodukt vor.

Wissen: Ein Pro.’ukt ist genau dann 0, wenn ein Faktor Null ist.

Der 1. Faktor ist x, a so ist die 1. Lésung in solche Fallen stets x4 = 0.
Der 2. Faktoer is: ¢ie:aann Klammer, die man auch 0 setzt und x, berechnet:

(x—4)=9 ($x+5)=0 (3x-2)=0
X2 =4 X2=—10 x2=%
L:{:\ZH} L={O;—10} L:{O;%}

Merke: l/Fr,-hIt in einer quadratischen Gleichung das Absolutglied (weil ¢ = 0 ist),
dann ist die Anwendung einer Lésungsformel zu umstandlich.
Man geht dann so vor wie gezeigt, d.h. man klammert x aus und erhalt

ein Nullprodukt. Die erste Lésung ist in diesem Fall immer die Zahl 0.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Trainingsblatt 4

Aufgabe 11

Bestimme die Losungsmengen diese Gleichungen

x?-25=0

3x*-60=0

x> +7x=0

5x*+8x =0

b)

e)

x* =169 =0

Ix*-14=0

Aufgabe 12

2_5y_
X" -3x=0

Ix?-13x=0

c)

f)

x?-32=0

x°+49=0

22 4x=0

1y2 1 3y —
X +4x=0

Friedrich Buckel
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